7 nin irrasyonel oldugunun ispati
(M. Spivak Calculus TMYV yayinlari)

Teorem: 72 (dolayisiyla 7 de) irrasyoneldir.

. n(l — )"
Ispat: n € N olmak tizere f,(z) = x(—'x) olsun. Bu polinomun su
n!

ozellikleri kolayca gosterilir:
1. Her z € (0,1) i¢in 0 < f,(z) < - olur.
2. k>2nveya 0 <k <nicin fT(Lk)(O) =0
3. Her k € N i¢in f,gk)(O) bir tamsayidir.

4. Her k € N igin f,(lk)(l) bir tamsayidir.

Bunlar diginda bir de asagidaki gercege gereksinim duyacagiz:

a ne olursa olsun, a_' < — olacak gekilde (a ya bagl) bir n € N vardir.
n!

n

a
(Bu gergek, lim,, o, —

7 = 0 olusundan kolayca elde edilir.)
n!

T = % (a,b € N) oldugunu varsayalim.

G(x) = b" (7 fulx) — 7" 2 fl () + 740 () + - 4 (=) [P ()
(1)
olarak tanimlayalim.
72 = ¢ (her k € N igin) £7(0), f7(1) € Z oldugundan G(0),G(1) € Z

oldugu gortiliir.
Ayrica

G"(w) = b" (w*" fil() = w2 (@) + 4 (D)D) (2)

ve fi2")(2) = 0 oldugundan (1) denkleminin her iki tarafi da 72 ile carpilip
(2) denklemi ile taraf tarafa toplanarak

G"(z) + G (x) = b"m*" 2 £, (x) = a" 7 fo(2)

1



elde edilir. Simdi
H(z) = G'(z) sin(nx) — 7G(x) cos(mx)
olarak tammmlayalim. O zaman, (3) esitliginden
H'(z) = 7G'(x) cos(rx) + G (z) sin(nz) — 7G'(x) cos(rx) + m>G(z) sin(7x)

= (G"(z) + #*G(x)) sin(rz) = 7°a” f,,(z) sin(rz) (3)
elde edilir. Simdiye kadar yazilanlar her n € N icin dogrudur. n sayisini,
“ < L olacak sekilde segelim. Her z € (0,1) icin

0 < ma" f(z) sin(mz) < 7ra‘
n!

<1 (4)
olur. Buradan
H(1)— H(0) = G'(1)sinT — 7G(1) cosm — G'(0) sin 0 + 7G(0) cos 0

= (G(1) + G(0) (5)

bulunur. Ortalama Deger Teoreminden
H(1) — H(0) = H'(c)(1 — 0) = 7*a" f,(c) sin(rc) (6)
olacak gekilde bir ¢ € (0,1) sayisi vardir. (5) ve (6) dan
G(1) + G(0) = wa"™ f(c) sin(me)

elde edilir. G(0) ve G(1) tamsay1 oldugundan wa" f,,(c) sin(mc) de bir tam-
sayidir. Diger taraftan (4) esitsizliginden

0 < ma" f,(c) sin(me) < 1

olmahdir. Bu ise, ma” f,(c) sin(r¢) nin bir tamsay1 olmast ile celigir. Oyleyse

7% nin irrasyonel oldugu, dolayisiyla 7 nin irrasyonel oldugu ispatlanmis olur.



