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1. f(z2)=Logz=Inl|z|+i Argz=Inr+if (2 =re? r >0, —w < 0 < 7) oldugunu ve
bu fonksiyonun r > 0, —7 < 6 < 7 bolgesinde analitik oldugunu biliyoruz. (Kutupsal
koordinatlarda tirev formiiliinden) f'(z) = e™#(U, +iV,) = 1 = 27! olur. Daha sonra
da her n > 1icgin f™(z) = (=1)""}(n — 1)!27™ olur. Dolayisiyla
(14 1) = tn2+ 24 nzoolur.

(=)™t n—-1D!1+i)™ n>0

1 T _
- (n)<1—|—’b)_ §1n2—|—_zl n=>0
Taylor serisinin katsayilar a, = —— = (1)1 olur.

n! —_— >0
ndtir
Log z nin 1 + 7 merkezli Taylor serisi,

11n2+—z+217>n1(z—1—z)
(1+4)"

olur. Log fonksiyonunun, 1 + i sayisina en yakin tekil noktasi 0 oldugu ve aradaki

uzaklik v/2 oldugu icin, bu Taylor serisinin yakisaklik yaricap: v/2 dir.

(ve |z — 1 —i| < V2 dairesinde Log z = In2+ Ti+ > 2 1n(1+nl)1(z—1 i)™ olur.)
1 11 1 1 5
2. f(z) = = = = — 2ol
/) 2—-1 z—1z+41 z+1 2—-(1-2) 1- (%)our

Geometrik seri toplam formiiliinden,

|z — 1] < 2 icin lerl :%Z (_1)n(z—1)"zz (2_n1+)1 (z—1)"

Bu toplam, f(z) de yerine konuldugunda
n+1

1 % - "
poa o —l—Z 2 (z—1)

n=0

3. (a) Bir f kompleks fonksiyonu, bir zy kompleks sayisi merkezli bir dairenin i¢indeki,
2o harig, her noktada analitik ise, zg noktasi (f nin) bir ayrik tekil noktasidir

denir.

(b) Bir zo kompleks sayisi, bir f kompleks fonksiyonunun ayrik tekil noktasi olsun.
Eger f nin (bir > 0 i¢in) 0 < |z — 2| < r halkasindaki Laurent serisinde, sonlu
goklukta (ama en az bir tane) n i¢in, b, # 0 ise, f fonksiyonu zy da bir kutup

noktasina sahiptir deriz.

(c) Bir zg kompleks sayisi, bir f kompleks fonksiyonunun ayrik tekil noktasi olsun.
Eger f nin (bir r > 0 igin) 0 < |z — 2| < r halkasindaki Laurent serisinde, her
n > 11ic¢in, b, = 0 ise, f fonksiyonu, zy da bir kaldirilabilir tekillige sahiptir deriz.

(d) Bir zg kompleks sayisi, bir f kompleks fonksiyonunun ayrik tekil noktasi olsun.
Eger f nin (bir 7 > 0 i¢in) 0 < |z — 29| < r halkasindaki Laurent serisinde sonsuz
coklukta n igin, b, # 0 ise, f fonksiyonu z; da bir esas tekil noktaya sahiptir

deriz.



(e) zo kompleks sayisi, bir f fonksiyonunun ayrik tekil noktasi ve f, |z — 2| < R
dairesinde (merkezi hari¢) analitik olsun. C, bu daire iginde kalan, z; noktasi
icinde kalacak gekilde, pozitif yonlii herhangi bir basit kapali egri olmak iizere,

3 / f(2) dz sayisina f nin z, daki rezidiisii denir.(Coklu baglantili bolgelerde
™ Jo

Cauchy-Goursat Teoreminden dolay1, bu say1 C' nin segiminden bagimsizdir)

z

e
4. C: pozitif yonlii |z —1| < 2 cemberi olmak iizere / S —
o 23 cos z
3

z° cos z fonksiyonunun sifirlar:: O,j:g,j:%’r,... olup bunlardan yalmzca 0 ve § bu

cemberin icindedir ve bu cember iizerinde f(z) = -5—L

dz integralini hesaplayiniz.

- analitik olup, gemberin i¢inde

yalmzca 2 tane tekil noktasi (0 ve 7) vardir. Dolayisiyla bu tekil noktalar (0 ve 7)

ayriktir. (Cember, basit kapal egri ve pozitif yonlii oldugundan) Rezidii Teoreminden:

/C e? — 1 dz = 2mi(Rez(f(2),0) + Rez(f(2),5)) olur

23 cos z

Cauchy Integral Formiiliinden (Qemberler pozitif yonlii ve 0 < r < 7)

Rea((2).0) = 5 [ A b = o0) - 3 (00 =2 el <

COS 2
" 1 c
(Ya da) Rez(f( 27”/ oz ¢2(! ) _ - <¢(z) - ecosz) Coilel <r
1 5 ) 8(1—e 1
Rez(f(2),5) = 2—7”/& cozsz dz = :/((2%)) _ ( Wse ) <g(z) _€ o h(z) = cosz) Crilz=%| <r

bulunur. Dolayisiyla:

/ -1 dz = 2mi (1 + M) bulunur.
c

23 cos z 2 73

Cr

R > 3 olmak tizere yandaki gekildeki yarim ¢ember ve

captan olusan pozitif yonlii basit kapali egriyi alalim.

f(z) = 2€+ 5 fonksiyonu bu egri iizerinde analitikdir
z

ve icinde, 3¢ harig, analitikdir.

R

-3 -3
Rezidii teoreminden, [, f(z)dz = 2mi Rez(f(2),31) dir. Rez(f(2),3i) = 26(32,) = 66—2,
/f(z) dz = / wdx + f(2)dz dir. (f(z) nin paydasi 2. derece
C R xre + 9 Cr
oldugundan) Jordan esitsizligini de kullanarak, hI_E f(2)dz =0 olur. Buradan,
R—+oo Jop
/+°°cosx+isin:cd o e\ 1
. 2219 TG ) T 3es
T cosx

Buradan da /_Oo 219 dr = % bulunur.

/+°° cosT 1/+°° cosr T
r=— r = — olur.
o 2249 2 ) o 2249 6e?

ng ¢ift fonksiyon oldugundan,




R > 2 olmak iizere yandaki gekildeki yarim ¢ember ve

captan olusan pozitif yonlii basit kapali egriyi alalim.

IG) = Zsara
tikdir ve icinde, ¢ ve 2¢ harig, analitikdir.

fonksiyonu bu egri iizerinde anali-

R

Rezidii teoreminden, fc z)dz = 2mi(Rez(f(z),1) + Rez(f(z),24)) dir.
/f Ydz = / $4+5 2+4 / f(2)dz dir. (f(z) nin paydasi 4. derece

oldugundan), RIIIB / f(2)dz = 0 olur. Buradan, (her ikisi de basit kutup oldugundan)
—+o0 Jop
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ReZ(f(Z)vll) = m = a’ R,eZ(f( ) 27/) m E
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bulunur.



