MT 334 KOMPLEKS FONKSIYONLAR TEORISI ARA SINAVI

1wy = —1— 31, |wo| =2, argwy = 7 + arg(1 + v/3) = 2 + 2n7 (n € Z) oldugu icin

dordinci kokleri:

4 u] 4 57 4 4 Am 4 1w,
2o=V2e3" 2 =v2e%" z=v2e3" z3=+v2e7"

|z —141i| <2, Argz > § bolgesi
1 — ¢ merkezli 2 yaricaph (agik)

-

dairenin Argz > 7 kogulunu‘
saglayan noktalarindan olusur.
Argz > 7, kompleks diizlemde,
Tz < 0, ¥y > 0 seklindeki nok-
talardir. Belirtilen kiime yanda
¢izilmistir. (Negatif z-ekseni
tizerindeki sinir noktalar1 dahil,

diger siur niktalar: dahil degil)

() = fle+yi) =2 = (v° = 3y)i. u(z,y) = 2%, v(z,y) = 4> - 3y
u, = 32% u, =0, v, =0, v, = 3y* — 3 Her biri tiim R? de siireklidir. Bu nedenle,
f, sadece, Cauchy-Riemann denklemlerinin saglandigi noktalarda tiirevlenebilir, diger

noktalarda tiirevlenemez.
ux:3x2:3y2—1zvy Uy =0=-0=—v,

Bu denklemler, sadece, 2° + y? = 1 (birim) ¢emberi {izerinde saglamir. Bu nedenle, f,
sadece birim ¢ember tizerindeki noktalarda tiirevlenebilirdir. zy birim ¢ember iizerinde
bir nokta olsun. zy in her komsulugunda (zp merkezli her dairede), |z| # 1 seklinde,
yani birim ¢ember tizerinde olmayan noktalar vardir. Bu noktalarda f tiirevlenemedigi

i¢in, f, o noktada analitik olamaz. f hi¢ bir noktada analitik degildir.

- u(x,y) = 2 —62%y>+y+y?* fonksiyonunun tiim diizlemde harmonik oldugunu gosteriniz
ve harmonik eslenigini bulunuz. u,, = 122 — 12y?, wu,, = —122% + 12y? (her ikisi de
stirekli) oldugundan u,, + u,, = 0 oldugu agiktir.

v(z,y), wnun (bir) harmonik eslenigi olsun. v, = u, = 42® — 122y* ve

v, = —u, = 122%y — 1 — 4y® olmas1 gerekli ve yeterlidir. Birinci esitlikten,

v(z,y) = [(4a® — 122y?) dy = 42y — 4ay® + ¢(z) olmahdir. x e gore kismi tiirev

alarak:

y



. COSz =

v, = 122y? — 43 + ¢'(x) = 122y? — 4y — 1 olmahdir. Buradan da ¢/'(z) = —1 ve
¢(z) = —z + C bulunur.
v(z,y) = 423y — dxy® — x + C (C bir sabit) olmak zorundadir

. Kisa (geometrik) Coziim:

% bir Mobius doniigiimii oldugu i¢in B yi smirlayan dogrular, dogru ya da c¢embere
doniigiir. Sanal eksen 0 dan gectigi (ve 0 co a gonderildigi i¢in) (ve z # 0 Rez = 0 ise
Re% = 0 oldugu igin) kendisine doniigiir. Re z = 1 dogrusu da (0 dan ge¢medigi igin)
0 dan ve 1 den gegen bir ¢cembere doniiglir. Bu ¢emberin merkezinin % ve yarigapinin

da % olacag1 (bir nokta segerek veya agilarin korunacagimi kullanarak) goriiliir.

Uzun Coziim: z =z + 1y, w = u + w olsun.

z = % = ﬁ,l’ = omms Y = gzz olur. x = 0 dogrusu u = 0 dogrusuna, Rez =z =1
dogrusu da - = 1 egrisine (¢emberine) doniisiir.

—%— < 1 diizenlenerek (ve u > 0 oldugu kullamlarak) (u — 3)* 4 v* > (3)? elde edilir.
Bu nedenle B bolgesi w diizleminde, sanal eksenin saginda (u > 0) ve (u — 3)? + v? = (5)?

gemberinin digina gonderilir. (Bu bolgedeki her nokta da B deki bir noktasinmin goriintiisiidiir)

% : Divemi //w;/l//]

eiz+efiz

2
denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimleri v = (1++/2) i sayilandir. u = (1++/2) i
icin logu = In(1+v2) + (£ 4+ 2n7)i (n € Z) oldugundan iz = In(1+v/2) + (£ + 2nr)i
(n € Z) oldugunda (ve yalmzca bu durumda) e** = (1 +/2)1 olur.

Kisaca her z = (2 +2n7) —In(1+v/2) i (n € Z) igin cos z = i olur. (Diger u degerinin

= i denklemi diizenlenirse (u = € olmak iizere) u? — 2iu + 1 = 0

segilmesi durumunda da yine sonsuz goklukta ¢oziim edilir.)

' (\/§+ Z)z — ¢t log(v/3+1))
log(v3+1i) =In|v3+i| +arg(vV3+i)i =In2+ (¥ + 2n7)i (n € Z) oldugundan,

(V3 41) = e~ (GF2m+n2i — o=(F+20) (¢og(In 2) + i sin(In2)) (n € Z)



olur. Uslii sayinm esas degeri, bu tanimda, logaritmanin esas degeri kullanarak bulunan

degerdir. Arg(v/3 +1) = & oldugundan, (V3 4 1)" sayisiim esas degeri

e 6 (cos(In2) +i sin(In2)) dir.

U(r,0) = \/? cos &, V(r, 9) Yr sin g dir.

U, —l -3¢ , Ug = 7“3 smg, VT:%T_% sing, ng%r% cosg
olup tiim klsml tiirevler, (bu bolgede) siireklidir.
1 0 1 1 0 1
U, = gr_g cosg = ;‘/9, V, = gr_% sing = — Uy

(Kutupsal Koordinatlarda Cauchy-Riemann denklemleri) saglandig: igin, f belirtilen
bolgede tiirevlenebilirdir ve bolgenin her noktasinda tiirevlenebilir (ve bolge agik kiime)

oldugundan bu bélgede analitik bir fonksiyondur.

: 1 2 _2g.
flre®)y =e (U, +iV,) = 37 “3e73% olur.



