MT 342 TOPOLOJI BUTUNLEME SINAVI COZUMLER

1. e Int A C A oldugundan (her fonksiyon igin) f(Int A) C f(A) olur. f agik doniigiim oldugu (ve
Int A, X de acik kiime oldugu )igin f(Int A), Y de bir acik kiimedir. Int f(A), f(A) i¢indeki
en biiytik agik kiime oldugundan, f(Int A) C Int f(A) olur.

e Birinci Coziim:
y € Int f(A) olsun. y € f(A) olur. Bu nedenle y = f(z) o.s. (en az) bir x € A vardir.
Int f(A) € 7y (agik kiime) ve f, (7x — 7y ) siirekli oldugundan, V = f~*(Int f(A)) € 7x olur.
Ayrica x € V olur. (Int f(A) C f(A) oldugu icin) V C f7'(f(A)) olur. f~1(f(A) = A
kabulunden V' C A elde edilir. V € 7x (agk kiime) ve Int A, A igindeki en biiyiik agk
kiime oldugu i¢in V' C Int A bulunur. Buradan da x € Int A oldugu elde edilir. Dolayisiyla
y = f(z) € f(Int A) olur. Bu da Int f(A) C f(Int A) oldugu da gosterilmig olur.
Ikinci Coziim:
Once (her f : X — Y fonksiyonu ve her B C Y icin) f(f(B)) = BN f(X) oldugunu
gozlemleyelim (ispati ¢ok kolay. Siz yapin)
U = Int f(A) olsun. U nun agik kiime (U € 7y) oldugunu ve U C f(A) oldugunu biliyoruz.
V = f7YU) olsun. f, 7x — 7y siirekli oldugundan, V agik (V € 7x) olur. (f~! igermeleri
korudugu i¢in) V = f~1(U) C f~1(f(A)) = A olur. V agk oldugu icin V' C Int A olur.
(f igermeleri korudugu igin) f(V') C f(Int A) elde edilir. (Yukaridaki gozlemden)
fWV)=f(1U)=Unf(X)=U (UC f(A) C f(X) idi) olur. Dolayisiyla
Int f(A) C f(Int A) oldugu da gosterilmis olur.

2. (a) g : R? = R?  g(z,y) = (¢/y, %) fonksiyonu f nin ters fonksiyonudur (Kontrol ediniz!).

Dolayisiyla f, 1 — 1 ve ortendir.

(b) F C Y = R? kapal bir kiime olsun. (1y = 7 oldugundan) F' sonlu bir kiime veya R? dir.
Her fonksiyon i¢in f~}(R?) = R?, f~1(0) = @ dir. F = {p1,p2,...,pn} ise (f, 1-1 ve orten
oldugn icin) £ (F) = {7 (p1), £ (2)s- -, £~ ()} = {9(p1)s 9(p2): - glpa)} olur. Her iig
durumda da (7x = 75 oldugundan) f~!(F ) kapah bir kiimedir. Bu da f nin 7x — 7y stirekli
oldugunu gostermek icin yeterlidir.

(c) F C X = R? kapal bir kiime olsun. (7x = 7 oldugundan) F' sonlu bir kiime veya R? dir.
Her fonksiyon icin f(0)) = @ dir, f orten oldugu icin f(R?) = R? olur. F = {p1,pa,...,pn} ise
FEY=A{f(p1), f(p2),..., f(pn)} olur. Her ii¢ durumda da (my = 75 oldugundan) f(F) kapah

bir kiimedir. Bu da f nin kapali doniistim oldugunu gosterir.

Bu ii¢ 6zelliginden dolay1 f bir homeomorfizmadir.

3. (a) B = {Bl X BQ : Bl € %1, BQ € %2} idi.
B, Tx i¢in bir baz oldugundan, B; C 7y olur.
B,, Ty icin bir baz oldugundan, B, C 7y olur. Dolayisiyla

B CB={UxV:Ue€cryx, VEnr}

olur. (Carpim topolojisinin tammmindan) B, Tearpm icin bir baz oldugundan, B C Teupm dir.
Bu iki igermeden, B’ C Tupm elde edilir.

(b) W € Tearpmm, P(x,y) € W olsun.
B={UxV:Ue€rx, V &y}, Tearpm icin bir baz oldugundan, p(z,y) e U x V, U xV CW
os. U €rx,V €y vardir. p(x,y) € U x V oldugundan x € U, y € V olur.
B, Tx i¢in bir baz oldugundan, x € By, B; C U o.s. bir B; € 8, vardir.
B9, Tx ic¢in bir baz oldugundan, y € By, By C V o0.5. bir By € B, vardir.
By x By € B, p(x,y) € By x By ve By X By CU x V C W oldugu bunlardan hemen goériiliir.

Bu iki ozellik, B’ niin Tgapm icin bir baz olmasi i¢in saglamasi gereken kosullardir.

4. (a) e U B = X oldugunu gosterelim. VB € B icin B C R oldugundan U BCR=X

BeB BeB
asikardir. z € R olsun.



1 rz=0
a=495 x>0 alalim. Her durumda, a > 0 ve = € (—a,2a] ve (—a,2a] € B olur.
20z <0
Dolayisiyla, R C U B olur.
Be®

e B1,By €B, v € BN By olsun. By = (—a,2a], By = (—b,2b] 0.5. a,b > 0 sayilar1 vardir.
¢ = min{a,b} olsun. ¢ > 0 ve By N By = (—¢,2¢| olur. Dolaysiyla By = (—c¢,2¢] igin
Bg € %, S Bg, Bg - Bl ﬂBQ olur.
Bu iki ozelliginden dolay1 B, R iizerinde bir topolojinin bir bazdir.
(b) (—1,2) = U (—a,2a] (ve her 0 < a < 1 i¢in (—a,2a] € B C 7 oldugundan), topolojinin 3.

0<a<1
aksiyomundan (—1,2) € 7 (yani agik bir kiime) olur.

5. X ={f € R[z] : der f(x) < 3}
d(f,9) = max{|f(0) — g(0)|, |f'(0) — ¢'(0)I, [f"(0) = g"(O)[, [f"(0) — g™ (0)[} olmak iizere:

(a) Vz € R igin |z| > 0 oldugu i¢in

[£(0) = g(0)] =0, [f(0) = ¢'(0)] = 0, [f"(0) = g"(0)] = 0, |f"(0) —g"(0)] > 0 olur. Dolayisiyla
d(f,g) > 0 olur.

f =g ise f(0) = g(0), f(
d(f,g) = max{0,0,0,0} = 0 olur
d(f,g) = 0 olsun. f( ) = ¢g(0), ( ) =4(0), f"(0) =4"(0), , f"(0)=¢"(0) olur. h=f—g
olsun. h(0) =0, A'(0) =0, A"(0) =0, A"(0) = 0 olur. h, derecesi en ¢ok 3 olan bir polinom
oldugu icin bu esitliklerden A = 0 oldugu yani, f = g oldugu cikar.

()) ( ), ["(0) = g¢"(0), , f"(0) = ¢"(0) olacagimdan
(0

d(g, /) = max{|g(0) — f(0)],1g'(0) — f'(0)]. ]
= max{|f(0) — g(0)|,[f(0) = g'(0)] |

?

g"(0) = (0], 19" (0) = F"(O)[}
F(0) = g"(O) [f(0) = g"(O)]} = d(F 9)

(¢) f,9,h € X olsun. Kisa olmasi igin A =d(f,g), B = d(g, h) kullanalim. d nin tammindan:
A= |f(0) =g(0)l, A=1[f(0) —g'(0)|, A=1[f"(0) = g"(0)], A=[f"(0) —g"(0)] olur.
Ay gekilde:

B> 1g(0) = h(0)], B = 1g'(0) = W' (0)], B = [g"(0) — " (0)],

R deki tiggen esitsizliginden (ve yukaridaki esitsizliklerden) :

£(0) — ( ) < 1£(0) = g(0)] +19(0) —h(0)| < A+ B

[£/(0) = W (0)] < 1'(0) = g'(0)| + |9'(0) — W(0)] < A+ B

f"(0) — h”((()) < [f7(0) = g"(0)| + 1g"(0) = h"(0)| < A+ B
<

B > 149" (0) — h"(0)] olur.

|
0)|

[f"(0) = b 1£7(0) = 9" (0)] + ¢ (0) = R"(0)] < A+ B
oldugundan:
d(f,h) = max{[f(0) = h(0)],[f'(0) = K'(0)], |f*(0) = R"(0)], [/ (0) — R™(0)[}

< A+B=d(f g)+dg,h)
elde edilir.

6. € > 0 verilsin.

dx(z,y) = |z — y| < 6 iken dy (e, %) = | — €| < ¢



olacak geklide (sadece € a baglh ) bir 6 > 0 sayis1 bulmaliyiz.

e — e = |(cosx — cosy) +i(sina — siny)| = \/(cosz — cosy)? + (sinz — siny)?

= /2 —2(coszcosy + sinzsiny) = /2 — 2cos(z — )

_ \/4 (1_0082(x_y)) - \/4sm2 (”32;3/) =2

r—y

. Ty
S1n
2

< 2

\zrx—yrzd@,y)d

oldugundan, § = ¢ almak yeterlidir. § > 0 olur ve dx(z,y) < ¢ iken dy (e, e%) < € olacag: yukarida
gosterilmigtir.



