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uzunluk (5) | dogrusal olmayan (15) | bir boyutlu (12) | siralama (16) | dogru (9)
denklik (11) | uzaylarna (13) cosc (1) lineer (14) sonsuzdaki (10)
coshb (2) acilar (4) degismeyen (17) | z1t (19) Poincare (20)
dogrusal (7) | kesigtigi (6) altigen (8) sinh (3) doénme (18)

OKLIDYEN OLMAYAN GEOMETRI, PROJEKTIF GEOMETRI, KLEIN’ IN
GEOMETRI TANIMI:

Lobachevsky ve J. Bolyai oklidyen olmayan geometride bazi formiiller buldu ve bunlarin
kiiresel geometrideki formiillere benzerligini farketti. Ornegin (kiirenin yarigap1 1 iken) kiiresel
geometride (c: hipoteniis) Pisagor teoremi 1 = cosacosb iken 6klidyen olmayan geometride
bu formiil (egrilik —1 iken) coshc¢ = cosha 2 seklinde oluyordu. benzer sekilde, diger her
formiilde de cos yerine cosh, sin yerine 3 beliriyordu. Fakat Oklid geometrisinde olmayan ama
kiiresel geometride pek c¢ok formiilde oldugu gibi, kiirenin yaricapina benzer bir sabit ortaya
aikiyordu. Oklidyen olmayan geometrinin (derste soziinii ettigimiz) {i¢ modelinden, Poincare
nin modellerinde 4 goriindiigi gibidir Klein-Beltrami modeli boyle degildir.

Projektif Geometri

Projektif Geometri, 5 , agi, alan gibi sayilarin var olmadigi ve (diizlemdeki) tiim dogrularin
6 geometri olarak Ozetlenebilir. Pappus tin (MS IV. yy) kesigen iki dogru iizerinde alinan alt1
noktadan olugturulan iig ¢ift dogrunun kesigim noktalarinin 7 olacag: ile ilgili teoremi bu (heniiz
adi bile konmamig) geometrinin ilk teoremi olarak kabul edilir. Projektif geometri, XVIL. yy
da Fransiz mimar G. Desargues’ in kitab1 ile resmi olarak ortaya gikmigtir. Pascal’ mn (Pappus
in teoremine benzeyen) gizemli 8 teoremi de projektif geometrinin bir teoremidir. Bu kitap
pek ilgi gormemis ise de daha sonra onemi farkedilmistir. XIX. yy. da projektif geometri ¢ok
incelenmigtir ve F. Klein’ e gore, tiim geometrileri kapsayan bir “ilist geometri” dir.

Projektif geometrinin geometrik olusturulmast: (Oklid) diizleminin noktalarina (diizlemde
segilen bir) noktadan gegen her 9 i¢in yeni bir nokta eklenir. Bu yeni noktalarda “sonsuzdaki
noktalar” denir. Diizlemdeki tiim dogrulara yeni (segilen noktadan gegen ve o dogruya paralel
olan dogruya kargilik bir nokta “sonsuzdaki” noktalar) eklenerek projektif dogrular elde edilir.
Ayrica sonsuzdaki noktalarin tiimii de bir dogru olusturur ve “ 10 dogru” olarak adlandirilir.

Projektif geometrinin cebirsel olarak olugturulmasi: U¢ boyutlu uzaym (R3) baslangic nok-
tast hari¢ noktalar1 arasinda tanmimlanan bir 11 bagintisina gore denklik siniflar1 projektif
diizlemin noktalarimi olugturur. Projektif diizlemi(n noktalar kiimesini) RP? ile gosterecegiz.
Bu kiime 3-boyutlu R3 vektor uzaymin 12 alt vektor uzaylarmin kiimesi ile aymidir. Dogrular
ise R3 iin iki boyutlu bir alt uzayindaki, 0 haric, vektorlerin denklik smiflarimi kiimesidir.
Dolayisiyla, projektif diizlemde dogrular R? {in iki-boyutlu alt vektor 13 kars: gelir. Bu iki
farkli kurulusun aymi sonucu verdigi kolayca gosterilir. 7 : R3> — R3 14 ve tersinir ise
T :RP? — RP2, T([v]) = [T] olarak tanimlayip “projektif doniisiim” olarak adlandiracagiz.
Bir projektif déniigiim ile birbirine doniisen sekillere “eg” (veya “denk”) sekiller deriz. Buna
gore her tiggen ( 15 {ig nokta) denk olur (bu nedenle projektif trigonometri diye bir sey yoktur!).
Her dogru parcas: (farkli iki nokta) bagka bir dogru pargasina eg olur. Bir dogru tizerindeki
noktalar arasinda 16 yoktur, bir dogru diizlemi ikiye ayirmaz.

Burada ilging bir nokta, R yerine herhangi bir cisim kullanilabilir, o zaman da séyledigimiz her
sey yvine dogru kalacaktir. Daha da ilging olani, bazi ekstra geometrik aksiyomlar1 da saglayan
her projektif geometrinin, bir cisimden, bu sekilde olugacag: da ispatlanabilmektedir.



Klein’ in Geometri tanimi

Klein a gore:

Bir kiime ve onun simetrilerinin bir G alt grubu verildiginde, geometri; bu grup altinda 17
ozelliklerin incelenmesidir.

Buna gore Oklid geometrisinde: X = R2, G, diizlemin; 6teleme, 18 ve yansimalarini ieren en
kiiciik alt gruptur.

Kiiresel geometride: X = kiirenin 19 noktalarimin 6zdeslegtirilmesi ile olugan kiimedir. G ise
O(3) grubudur.

Hiperbolik Geometride: X = {z € C : Imz > 0} (20 tst yar1 diizlem modeli) ve G, sanal
eksene gore yansimay1 ve z +— ijr's, (a,b,c,d € R, ad —bc = 1) (Mdbius) déntigimlerini igeren
en kiiciik gruptur.

Projektif Geometride: X = RP?, G = {T | T : R* — R? lineer ve tersinir} grubudur.




