PROJEKTIF (Diizlem) GEOMETRI(SI)

Projektif geometri olugturmada amag, dig diinyanin goziimiize goriindiigi gibi, per-
spektife uygun, paralel dogrularin “sonsuzda” kesistigi bir geometri olusturmaktadir.
Bu da, Oklid diizlem geometrisine yeni noktalar (bunlara sonsuzdaki noktalar denir)
ekleyip, dogru tamminda da kiigiik bir degisgiklik yaparak bagarilabilir. Bu (diizlem
projektif) geometri(si)nin tam bir aksiyom sistemini yazmaya galigmayacagiz. Her ak-
siyom sisteminde;

Aksiyom 1 diizlemde iki (farkli) noktadan tek bir dogru geger.
Aksiyom 2 (diizlemde) iki (farkli) dogru tek noktada kesigir.

(temel) aksiyomlar1 mutlaka bulunur. Genellikle, bu aksiyomlara, dejenere durumlar
onlemek amaciyla, bir kac aksiyom daha eklenir.

Projektif Geometrinin (nokta ve dogrularmm) Oklid
Geometrisinden (geometrik olarak) olusturulmasi:

Oklit geometrisinde paralel (aym1 diizlemde ama kesigmeyen) dogrular var oldugu igin,
diizlemin noktalarina, bu dogrularin kesigecegi yeni noktalar eklemek ve dogrularimiza
da bu noktalar1 katmak gerekir.
Oklid geometrisinde bir nokta segelim, bu noktadan gegen tiim dogrular1 diigiinelim.
Paralellik aksiyomundan (ona egdeger olan Playfair aksiyomu bu ise daha uygundur)
iki farkh nokta igin olugturacagimiz bu kiimeler arasinda bire-bir (ve dogal) bir esleme
vardir (agagidaki gsekle bakiniz). Bu nedenle nokta se¢iminin yapacagimiz iglemde bir
onemi yoktur.
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{A dan gegen dogrular} <> {B den gegen dogrular}
L=t (L] 2 ise)

Projektif (Diizlem) Geometri(si)nin noktalarr: Oklid geometrisinin noktalar1 + sectigimiz
noktadan gegen her dogru i¢in yeni bir nokta (bu yeni noktalara “sonsuzdaki” noktalar
denir)

Projektif (Diizlem) Geometri(si)nin Dogrular:: Oklid Geometrisindeki bir dogrunun
noktalarinin kiimesine, bu dogruya paralel, yukarida segtigimiz noktadan gegen (yegane)
dogru i¢in ekledigimiz (“sonsuzdaki”) noktadan olugan kiime + sonsuzdaki tiim nok-
talarin kiimesi (“sonsuzdaki dogru”).

Bu tanimlarla iki temel aksiyomun saglandigi kolayca gosterilebilir.



Projektif Geometrinin (nokta ve dogrularinin) cebirsel olarak
olusturulmasa:

R gergel sayilar cismini gostermek tizere R*\{O} (O = O(0, 0, 0)) kiimesini diigiinelim.
(R3 bir vektor uzay:r olarak diigiiniildiigiinde, O noktasi 0 vektoriidiir.) Bu kiime
izerinde agagidaki bagintiy1r tanimlayalim:

(r,y,2) ~ (2, y,2) <=2 =Xz, y¥ = \y, 2’ = Az o0gbir A\ € R\ {0} vardir.

Bu bagintinin bir denklik bagintisi oldugu kolayca gosterilir. Bu bagintiya gore den-
klik simiflarinin kiimesini RP? (bazi matematikgiler Py(R) veya P2 kullaniyor) ile
gosterecegiz. Bu kiimeye projektif diizlem, elemanlarina da (projektif diizlemin) nok-
tasi diyecegiz.

Projektif diizlemin noktalar ile R? uzayindaki orijinden gecen dogrular arasinda
dogal bir egleme ([(a,b,c)] — {(a,b,c) ve O dan gegen dogru}) vardir. Bu, bize, RP?
nin noktalar: ile R? iin 1-boyutlu alt vektor uzaylar1 arasinda 1-1 bir egleme verir.
(a,b,c) € R*\ {O} nin (yukardaki denklik bagintisma gore) denklik smifi [a : b : ¢]
sembolii ile gosterilir. Gerektiginde, v € R* \ {O} nin denklik simfin, kisaca, [v] ile
gosterecegiz. a,b,c sayilarma [a : b : ¢| noktasinin “homojen koordinatlar1” denir.
Homojen koordinatlar iyi tanimh degildir. Bir homojen koordinatin, yalnizca, 0 olup
olmadigi anlamhdir.

Projektif Geometride Dogrular: V, R3 (vektor uzaymin) 2-boyutlu bir alt uzayi
olmak iizere:

(=0ly={[v]:veV, v#0} C RP?

seklindeki kiimeler de projektif geometrimizin dogrular: olacaktir.

(Bu tamima gore, projektif diizlemdeki dogrular ile, R? (3 boyutlu) vektor uzaymin
2-boyutlu alt uzaylar1 arasinda 1-1 bir egleme vardir.)

Asgagidaki (ispat1 kolay) onermeler ileride kullanilacaktir.

Onerme: P = [u], Q = [v] projektif geometride iki nokta olsun. O zaman:
P # Q < {u,v} lineer bagimsizdir

Benzer gekilde

Onerme: P = [u], Q = [v], R = [w] projektif geometride ii¢ nokta olsun. O zaman:
{P,Q, R} dogrusal degildir < {u,v,w} kiimesi lineer bagimsizdir
ispat: Onermeye egdeger olan:
{P,Q, R} dogrusaldir < {u,v,w} kiimesi lineer bagimlidir

tanimlardan kolayca ispatlanir.

Onerme: (Bu tanimlar ile), Projektif geometrinin iki (temel) aksiyomunu saglanir.
Ispatin ézeti: Aksiyom 1 icin: P = [u] ve Q = [v] iki farkli nokta olsun. V = Sp{u, v}
(u ile v nin gerdigi alt uzay) olsun. dimV' = 2 ve P, @ € ¢y oldugu ve bu ikisinin bagka
hi¢ bir dogru iizerinde olmadig1 kolayca gosterilir.

Aksiyom 2 igin: fy,fy iki farkh dogru olsun. V # W oldugu kolayca goriiliir.
dim(V + W) = dimV + dimW — dim(W N W) (ve dim(V + W) = 3 olgundan)
esitliginden, dim(V N W) = 1 elde edilir. Herhangi bir v € VNW, u # 0 igin,
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[u] € ¢y N Ly oldugu ve bu noktanin tek olugu kolayca goriiliir.

RP? de bir noktanm bir homojen koordinat1 “iyi tammh” degildir (denklik sinifindan
segilen elemana baglidir), ama bir homojen koordinatin 0 olup olmamasi “iyi tanimlidir”

(denklik simifindan segilen elemandan bagimsizdir). Bunu kullanarak, agagidaki ayrigim
elde edilir:

RP? = AUB ( ayrik birlesim ) A={[z:y:2]:2#0}, B={[z:y:0]: (z,y) # (0,0)}

Asgagidaki tartigmadan dolay1, B kiimesinin elemanlarini “sonsuzdaki” noktalar olarak
diigiiniiriiz.  Yukaridaki dogru tamimina goére, B kiimesi (V = {(z,y,2) : z = 0}
2-boyutlu alt uzayma karsi gelen) dogrudur (bu nedenle, “sonsuzdaki dogru” olarak
adlandirihir).  Asagidaki teoremlerle bu kiimeler daha iyi anlagilir ve projektif ge-
ometrinin iki farkh (geometrik ve cebirsel) olugturma geklinin ashnda “aym” sonucu
verdigi gosterilebilir.

Teorem A: Yukarida tanimladigimiz A kiimesi ile R? (koordinat diizlemi) nin noktalar
arasinda asagidaki 1-1 egleme vardir:

([w:y:z]edicin) [z:y:2]— (£Y)  ((z,y) e R?i¢in ) (z,y) — [z :y: 1]

2?7z

Teorem B: Yukarida tanimladigimiz B kiimesi ile R? (koordinat diizlemi) deki orijin-
den gecen dogrular arasinda asagidaki 1-1 egleme vardir:

[a:b:0] — —br+ay=0dogrusu az+ by =0 dogrusu — [—b:a:0]

Bu iki teorem, projektif diizlemi iki farkl (geometrik ve cebirsel) olugturma yonteminin,

ayni nokta kiimesini verdigini gosterir. Iki tamimdaki noktalar: bu sekilde 6zdeslestirdigimizde,
dogru tammlarinin da “aym” oldugu da benzer sekilde gosterilebilir. (Daha agik sekilde:

bir tanmimdaki dogrunun noktalar: bu eslemeler altinda diger tanima gore bir dogrunun
noktalarina eglesir.)

Koordinat diizlemindeki ax + by + ¢ = 0 ((a,b) # (0,0)) dogrusunun noktalar1, (RP?

de [z : y : 1] seklindeki noktalar ile eslecegi i¢in) V' = {(z,y,2) : ax + by + cz = 0}

alt uzayima karsi gelen dogrunun A iginde kalan noktalarina eslesecektir. V nin
tammladigl dogrunun “sonsuzdaki” biricik noktasi, [—b : a : 0] noktasi olacaktir ve bu

da, ax + by = 0 dogrusuna karsilik olarak ekledigimiz sonsuzdaki nokta ile ayni olur.

Buradaki B kiimesi, RP? ye benzer sekilde, ama 2-boyutlu vektor uzayr R? kulla-
narak tanimlanan RP! = R?\ {O}/ ~ projektif dogrusu olarak da diisiiniilebilir.
Bu nedenle, RP? = AU B = R2URP! (ayrik birlesim) seklinde de yazabiliriz. Ayrica,
benzer sekilde, (R ile {[z : y] : y # 0} C RP! arasinda = — [z : 1] eglemesi ile)
RP! =RU{[1:0]} = RU {oo} (ayrik birlesim) olarak da kabul edilebilir

Tanim: {P, Q} projektif geometride, farkl iki nokta ise bu kiimeye bir dogru pargasi
deriz.

Tanim: {P,Q, R} projektif geometride, dogrusal olmayan ii¢ nokta ise bu kiimeye
bir iiggen deriz.

Bu tammlar Oklid (ve hiperbolik) geometrisindeki tamimdan, noktalarin sirali olmayigindan
kaynaklanan nedenlerle, farklidir. Bir dogru iizerinde noktalarin sirali olmayisi, bir son-
raki kisimdaki teoremlerden anlagilacaktir.



Projektif Doniisiimler

R3 vektor uzayindan kendisine tersinir lineer dontigiimler (R? {in otomorfizmalari),
bilegke iglemi ile, bir grup olugturur. Bu grup, ¢ogunlukla, GL3(R) ile gosterilir.

Tanim: 7 : R® — R3 lineer ve tersinir bir doniigiim olsun. 7 : RP? — RP?
doniigiimiinii, V [v] € RP? icin T[v] = [Tv] olarak tanimlayalim. Bu sekildeki tanimlanan
dontiigimlere projektif doniigiim deriz.

Burada 7" nin lineer olmasmi, 7 nin iyi tammh oldugunu gostermek icin kul-
laniyoruz. Ayrica, 7" nin tersinir olmasi 6zelligine de gerek duyuyoruz (ni¢in?). Her
tersinir ve lineer S ve T doniisiimleri icin SoT' = SoT oldugu kolayca gosterilebilir.
T nin de tersinir oldugu, (7! in varhgm kullanarak), kolayca gosterilebilir. (Uyar::
Ty # Ty olup Ty = T olabilir.)

Teorem: Tiim projektif doniigtimler, bilegke islemi ile, bir grup olusturur. Bu gruba
projektif doniigiimler grubu denir ve PL3(R) ile gosterilir.

T ~ T doniigiimii, GL3(R) — PL3(R) (6rten ama 1-1 olmayan) bir homomorfiz-
madir.
Teorem: Projektif doniigiimler, bir dogrunun noktalarimi (ayni veya basgka) bir dogrunun
noktalarina gonderir (kisaca “projektif doniigiimler dogrular: korur” deriz).

ispatln ozeti: Bir ¢ dogrusu, R? iin, (2-boyutlu) bir V' alt uzayma kars1 gelsin. Lineer
cebirden, T : R* — R3 lineer ve tersinir oldugundan, T'(V') de, R? {in 2-boyutlu bir alt
uzayidir. T nin, ¢ in noktalarmi 7'(V) nin tammladign dogrunun noktalarma (1-1 ve
orten bir sekilde) gonderecegi kolayca gosterilir.

Teorem: Projektif diizlemde P;, P, birbirinden farkh iki nokta ve )1, ()> de bir-
birinden farkl iki nokta olsun. O zaman T(P) = Q;, T(P,) = @, olacak sekilde
(en az) bir T projektif doniisiimii vardir (Baska bir deyisle, projektif geometride, tiim
dogru pargalar egtir (denktir)).

Ispat: P, = [u], P, = [v], Q1 = [v/], Q2 = [¢/] olsun. Lineer cebirden, {u,v, w}, R?
{in bir baz1 ve {u’, v/, w'}, R? iin bir baz1 olacak sekilde bir w,w’ € R? vardir. Tu = v/,
Tv =1, Tw=w" seklindeki (biricik) T : R3 — R? lineer 7' déniisiimii tersinirdir ve

T istenen Ozeliktedir. Bu da bize, projektif doniigiimler tarafindan korunan (sabit
olmayan) bir uzaklik fonksiyonunun var olmadigin gosterir.

Tanim: (Projektif geometride {iggenlerin esligi) { Py, P, P3} ve {Q1, @2, Q3} projek-
tif diizlemde iki iicgen olsun. Eger T(P)) = Q1, T(P) = Q,, T(P3) = Q3 olacak
sekilde tersinir (tekil olmayan) lineer bir 7" : R?* — R? déniigiimii varsa { Py, Py, P3} ve
{Q1, Q2, Q3} tiggenleri estir (veya denktir) deriz.

Teorem: Projektif diizlem geometrisinde (daha genel olarak her projektif geometride)
tim tcgenler estir.

Ispat: (Projektif Diizlem Geometrisi icin) P, = [11], Py = [v2], Ps = [v3] olsun. Onermeden,
{v1, v9,v3} (R3 3-boyutlu vektor uzaymda) lineer bagimsiz bir kiimedir, dolayisiyla R?

tin bir bazidir. @ = [wq], Q2 = [wa], Q3 = [ws] olacak sekilde wy, wsy, w3 vektorleri
alalim. Lineer cebirden, Tv; = w;, Tvy = we, Tvs = ws olacak sekilde tek bir 7" : R? — R3
lineer déntigimii vardir. Hipotezimizden ve 6nermeden, {wy, ws, w3} kiimesi de lineer
bagimsizdir. Bu da, 7" nin tersinir olmas: i¢in yeterlidir.

Bu teoremden dolay1 da, (projektif doniisiimler tarafindan korunan) bir ag
olgimii ve (liggenler igin)(sabit olmayan) alan var olamaz. Daha genel olarak, Pro-
jektif Geometride (ilging bir) trigonometri yoktur.



Teorem: Projektif diizlemde {P;, P», P3} dogrusal ve birbirinden farkl: i¢ nokta
ve {Q1, Q2, Q3} dogrusal ve birbirinden farkl ii¢ nokta olsun. O zaman T'(P;) = Q1
T(P,) = Qa, T(Ps) = Q3 olacak sekilde (en az) bir T projektif doniisiimii vardir.

ispat: P = [Ul]a P, = [U2], P3 = [U3]7 Q1 = [Ul], Q2 = [U2], Q3 = [U3] (U1,U2,U3701,U2,U3 - O)
olsun. Yukaridaki 6nermeden (ve noktalarin farkli olusundan) ug = auy + bus, v3 = a’vy + b'vy
olacak sekilde (hepsi de sifirdan farkli) a,b,a’,t' € R vardir. {ul,uQ,r} ve {v1, 9, S},

R? {in bazlar olacak sekilde r,s € R? segehm T:R® = R3 Tu, = —vl, Tus = %Ug,
Tr = s olacak sekilde (biricik) lineer doniigiim olsun. {vl,v2, s}, R3 i gerdigi igin T
tersinirdir. T(P1> = [Tul] = [%Ul] = [ ] Ql, ( ) [T’UQ] [ Ug] [’02] = Qg,
T(Ps) = [T(au; + buy)] = [aTuy + bTuy] = [a'vy + b'vy] = [v3] = Q3 olur.

Bu teorem, bize, projektif geometride, (Oklidyen ve Hiperbolik geometrinin ak-
sine) bir dogru iizerinde noktalar1 siralayamayacagimizi (arada olmak kavraminin var
olmadigini, daha dogrusu projektif dontigiimler tarafindan korunamayacagini) gosterir.

Daha acik olarak: P, (@), R birbirinden farkli, dogrusal ve ), P ile R arasinda olsun.
Onceki teoremden, T(P) = Q, T(Q) = P, T(R) = R olacak sekilde bir T' projektif
dontisimii vardir. Eger projektif dontisiimler arada olmay1 koruyor olsaydi, P noktasi
da @ ile R arasinda olacakti. Ama, arada olmanin bir 6zelligi de dogrusal ve farkl iig
noktadan sadece birinin digerleri arasinda olmasidir. Bu ¢eligki bize, dogrusal (ve farkl)
noktalar arasinda , projektif doniisiimler tarafindan korunan bir siralamanin var
olamayacagini gosterir.



